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1 Outils analytiques

1.1 Pr�eliminaires

Si u; v sont des complexes, leur produit scalaire est la partie r�eelle de �u v.

1.2 Equation complexe d'une conique

On munit le plan a�ne eulidien orient�e d'un rep�ere orthonorm�e direct, par

rapport auquel les coordonn�ees sont not�ees x et y et l'a�xe z. En �ecrivant

x = 1

2
(z + �z) et y = 1

2 i
(z � �z), on voit que l'�equation g�en�erale d'une conique

s'�ecrit :

(1) �� z2 + � �z2 + �� z + � �z + 2 r z �z + 2 s = 0 ;

o�u �; � sont des complexes, r; s des r�eels ( (�; r) 6= (0; 0)). Autrement dit en

utilisant le produit scalaire :



� j z2

�
+ h� j zi+ r hz j zi+ s = 0 :

1.3 Intersection avec le cercle unit�e

On suppose � 6= 0 (sinon la conique est un cercle, ou l'ensemble vide), on

voit que le faisceau lin�eaire engendr�e par cette conique et le cercle C de centre

l'origine et de rayon 1 contient la conique d'�equation complexe :

�� z2 + � �z2 + �� z + � �z + 2 r+ 2 s = 0 :

Cette conique est une hyperbole �equilat�ere; en e�et l'�equation asymptotique est

2


� j z2

�
= 0, les directions asymptotiques sont dirig�ees par les racines carr�ees

du complexe i�, et les axes de sym�etrie par celles de �. L'�equation de l'hyperbole

s'�ecrit aussi :

�� z2 + �� z + r + s 2 iR ;

soit encore :

��

�
z +

��

2 ��

�2

�
��2

4 ��
+ r + s 2 iR :
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Sous cette forme il est clair que le point d'a�xe �
��
2 ��

est centre de sym�etrie de

l'hyperbole, donc son centre.

En reportant la condition �z = 1=z dans l'�equation complexe (1) de la conique,

on trouve que le complexe z est a�xe d'un point d'intersection de la conique et

du cercle C si, et seulement si, les conditions :

(S) �� z2 + �z�2 + �� z + � z�1 + 2 (r + s) = 0 et z �z = 1 ;

sont v�eri��ees. La premi�ere condition s'�ecrit P (z) = 0, o�u P est le polynôme :

P (X) = ��X4 + �� X3 + 2 (r + s)X2 + � X + � :

Si z est z�ero de P , 1=�z aussi; on voit donc que l'application involutive z 7!
1=�z, induit sur les z�eros de P une permutation involutive �. Supposons que

les z�eros de P soient distincts; si � est l'identit�e, il y a 4 solutions (r�eelles)

au syst�eme (S); si � est une transposition, il y a deux solutions r�eelles qui

correspondent aux deux points �xes; si � est un produit de deux transpositions,

il n'y a pas de solutions r�eelles.

2 Application �a la trisection d'un angle

2.1

Soit u un complexe de module 1; on note C(u) le corps des complexes con-

structibles �a la r�egle et au compas �a partir de 1 et u. On suppose que u n'est

pas trisecable, c'est-�a-dire qu'une quelconque des racines cubiques de u n'est pas

dans C(u) (la constructibilit�e de l'une implique la constructibilit�e des autres).

Autrement dit le polynôme X3 �u (de degr�e 3!) est irr�eductible dans C(u)[X],

et c'est le polynôme minimal sur C(u) d'une quelconque racine cubique de u.

On cherche une conique passant par 5 points d'a�xes appartenant �a C(u),

dont l'une des intersections avec le cercle C soit une racine cubique de u.

On a des �equations de la forme (1) d'une telle conique, o�u �; �; r; s sont

�el�ements �el�ements de C(u) (par r�esolution d'un syst�eme lin�eaire). Par hypoth�ese

l'un des z�eros du polynôme P 2 C(u)[X] est une racine cubique de u, donc P

est un multiple de X3 � u (irr�eductible). Les trois racines cubiques de u sont

z�eros de P ; le quatri�eme z�ero de P est alors n�ecessairement aussi de module 1 (

le produit des z�eros est �=��, de module 1). Cela signi�e g�eom�etriquement que

l'intersection de C et de la conique est n�ecessairement compos�ee des 3 racines

cubiques de u, qui forment un triangle �equilat�eral, et d'un quatri�eme point.

En rempla�cant X3 par u dans le polynôme P on obtient le reste de P dans

la division euclidienne par X3 � u; la CNS cherch�ee est que ce reste est nul,

c'est-�a-dire :

2(r + s)X2 + (��u+ �)X + �� u+ � = 0 :

Comme u est de module 1, on trouve seulement les deux conditions s = �r et

� = ���u.
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Les �equations des coniques cherch�ees sont donc de la forme :

�� z2 + � �z2 � � �u z � ��u �z + 2 r(z �z � 1) = 0 :

On a alors :

P (X) = ��X4 � � �uX3 � ��uX + � = (X3 � u) (��X � � �u) :

On voit donc que la quatri�eme intersection de la conique avec le cercle C est

d'a�xe � �u=�� (ce qui pouvait bien entendu s'obtenir de bien des mani�eres).

2.2

Parmi les coniques possibles on choisit les hyperboles �equilat�eres obtenues pour

r = 0; ces hyperboles d�ependent d'un param�etre complexe �, qu'on peut sup-

poser de module 1. L'�equation d'une telle hyperbole est :

��z2 + � �z2 � � �uz � ��u �z = 0 :

Ces hyperboles passent par l'origine; leur centre est le point d'a�xe :

�
��

2 ��
=

� �u

2 ��
:

Le quatri�eme point d'intersection avec le cercle C est d'a�xe 
 = � �u=��; il

s'agit du sym�etrique de l'origine par rapport au centre de l'hyperbole. Ce point

aussi est le sym�etrique du point d'a�xe u dans la sym�etrie autour de la droite

dirig�ee par �, puisque u 
 = �2. En�n les axes de sym�etrie de l'hyperbole sont

les droites passant par le centre et dirig�ees par les racines carr�ees de �. Tout

ceci su�t �a constuire l'hyperbole, mais on peut quand même remarquer que la

tangente �a l'origine est la droite d'�equation � �u z + ��u �z = 0, qu'on peut assez

facilement placer sur la �gure.

2.3

Mais vu l'impossibilit�e pour Cabri de choisir parmi les 4 intersections du cercle et

de l'hyperbole, on est amen�e �a faire en sorte qu'on puisse e�ectivement s�eparer

les 4 solutions, ou seulement isoler la racine cherch�ee, celle d'a�xe ei�=3, si

u = ei� et � 2]� �; �]. Pour les trois racines cubiques de u cela ne pose pas de

probl�eme : la racine cherch�ee est toujours la seule dans l'arc du cercle compris

entre les angles ��=3 et +�=3; il su�t qu'on soit sûr que le quatri�eme point

n'est pas sur cet arc, pour qu'on puisse isoler cette solution (intersection d'un

arc de cercle et de l'hyperbole). Une mani�ere simple et sym�etrique par rapport

�a la variation de u, est de choisir, parmi toutes les hyperboles possibles, celle

dont le quatri�eme point d'intersection avec le cercle est le point d'a�xe �1. Le
centre de l'hyperbole est alors le point d'a�xe �1=2. On v�eri�e que si D est

la bissectrice interieure en O du triangle form�e par les points M et I d'a�xes
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respectives u et 1, les asymptotes de l'hyperbole sont parall�eles aux bissectrices

des droites Ox et D.
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3 Construction de l'heptagone r�egulier

3.1

Les constructions possibles sont li�ees aux factorisations du polynôme cyclo-

tomique �6 = X7
�1

X�1
. On peut �evidemment factoriser ce polynôme en produit

de trois polynômes du second degr�e de la forme X2 + riX + 1 o�u les ri sont

les 3 z�eros r�eels d'un polynôme de degr�e 3 �a coe�cients entiers. Cela conduit

sans doute �a des constructions, mais probablement longues, en particulier parce

qu'une conique ne peut pas couper la droite r�eelle en 3 points. Une autre fa�con

est de chercher des factorisations en produit de deux polynômes de degr�e 3 dont

les coe�cients sont constructibles �a la r�egle et au compas. Les coe�cients de

ces facteurs sont n�ecessairement dans le corps cyclotomique K7 (engendr�e par

! = e2 i �=7), qui est de dimension 6 sur Q. Le degr�e de ces coe�cients doit di-

viser 6 et être une puissance de 2, donc c'est 1 ou 2 (l'un au moins est de degr�e 2

sinon �6 serait factorisable dansQ). On est donc amen�e �a chercher s'il existe des

entiers a; b; c (modulo 7) tels que les fonctions sym�etriques de !a; !b; !c soient

de degr�e 1 ou 2. Avec le produit on obtient !a+b+c d'ordre 1 ou 2, ce qui n'est

possible que si a+ b+ c = 0 modulo 7, puisque (en derni�ere raison) le polynôme

cyclotomique est irreductible. Cette condition �etant v�eri��ee, le double produit

est !�a + !�b + !�c, qui est le conjugu�e de !a + !b + !c; on voit �nalement

que la seule condition est que u = !a + !b + !c soit de degr�e 2, et a+ b+ c = 0

modulo 7. Le premier couple possible a = 1; b = 2 (et c = 4 = �3) convient.
C'est sans doute li�e au fait que l'application z 7! z2 est une permutation des 6

z�eros du polynôme cyclotomique, qui est d�ecompos�ee en deux cycles d'ordre 3.

Un calcul facile prouve que ! + !2 + !4 = u v�eri�e u2 + u + 2 = 0. Les autres

z�eros de �6 sont !3; !�2; !�1 qui sont les conjugu�es des pr�ec�edents; avec ces

consid�erations on arrive �a :

�6 = (X3 � uX2 + �uX � 1) (X3 � �uX2 + uX � 1) :

3.2

Le but est d'obtenir les z�eros de X3 � uX2 + �uX � 1, qui sont des complexes

de module 1, comme intersections d'une conique avec le cercle unit�e. Il faut

pour cela ajouter un quatri�eme point d'a�xe v (de module 1), �a d�eterminer.

Les complexes !; !2; !4 et v sont les z�eros de :

(X�v) (X3�uX2+�uX�1) = X4�(u+v)X3+(�u+u v)X2�(1+v �u)X+v = 0 :

En multipliant par un complexe non nul ��, on obtient le polynôme :

P = ��X4 � �� (u+ v)X3 + �� (�u+ u v)X2 � �� (1 + v �u)X + ��v :

Il est g�eom�etriquement clair qu'on peut choisir � de telle sorte que ce polynôme

soit de la forme indiqu�ee dans l'�etude pr�eliminaire, c'est-�a-dire :

P = ��X4 + �� X3 + 2 (r + s)X2 + � X + � :
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Analytiquement, la seule solution possible est de choisir � tel que v = �
��
(ce qui

est �evidemment possible), et on v�eri�e que c'est e�ectivement une solution.

Une solution simple est de choisir parmi toutes les coniques possibles celle

qui passe par le point d'a�xe v = 1 et qui est une hyperbole �equilat�ere.

3.3

En reprenant les notations du pr�eliminaire, on a � = 1, � = �(1+ �u), 2 (r+s) =

2 s = u+ �u = �1 (r = 0 puisqu'on cherche l'hyperbole �equilat�ere qui convient).

L'�equation complexe de l'hyperbole �equilat�ere est donc :

z2 + �z2 � (1 + u) z � (1 + �u) �z � 1 = 0 :

Cette hyperbole �equilat�ere passe par 1, et on voit facilement que ses axes

de sym�etries sont dirig�es par les vecteurs d'a�xes 1 et i. D'apr�es l'�etude

pr�eliminaire, le centre a pour a�xe 
 = �
��
2 ��

= 1+u
2

. En rempla�cant u par

sa valeur en fonction de 
 dans u2 + u+ 2 = 0, on trouve 2 
2 � 
 + 1 = 0. On

remarque que comme 
+�

2

= 1

4
, et que 
 �
 = 1

2
, les points d'a�xes 
 et �
 sont

les intersections de la droite d'�equation x = 1

4
avec le cercle de centre l'origine

et de rayon
p
2=2. Une fois le centre construit, l'hyperbole est enti�erement

d�etermin�ee (on a d�ej�a 4 points en utilisant 1 et ses sym�etriques). On obtient

toutes les racines en prenant les conjugu�ees des 3 racines obtenues.

3.4 Construction
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